Matematici speciale si metode numerice

REZIDUURI $I APLICATII

1. Formule pentru reziduuri
Cdnd singularitatile

dau valoarea si nuanta.

Teorema reziduurilor
Definitia 1. Fie f(z) o functie care are in z=a e C un pol sau un punct
singular esential izolat. Rezultd ca dezvoltarea in serie Laurent in vecindtatea

punctului z = a, va fi:

f(z) = ch(z—a)n (1)

Coeficientul c¢_, al termenului se numeste reziduul functiei f(z) relativ la

punctul singular z = a si se noteaza rez(f; a).

Tinand seama de formula ce da coeficientii seriei Laurent

c :if &dz avem
" 2nidr, (z-a)™!

1
c =—.§ f(2)dz 2
L 2midr 2)
unde T este un cerc cu centrul in punctul z = a, situat in coroana circulara
r<|z—a/ <R, in care f(2) este olomorfa.

Reziduul functiei f(z) se poate calcula totodata cu ajutorul dezvoltarii in

serie Laurent a functiei f(z) in jurul punctului z = a.
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1.1. Formule pentru calculul reziduurilor

Tn cazul in care z = a este un pol multiplu de ordinul p, calculul reziduului

se poate face cu formula:
rez(f,a) = 1 jim [(z-a)Pf(z)]PY 3)
(p _1)! za

Tn particular, pentru p = 1, avem:
rez(f,a) = !ima[(z —a)f (2)] 4
—>

9(2)

Daca simplificarea cu (z-a) in formula (4) nu este posibild si f(z) ==——, unde

h(z)
g(z) si h(z) sunt olomorfe in z-a si g(a) = 0,h(a) =0,h’(a) = 0atunci calculul

reziduului se poate face cu formula:
rez(f,a) = lim 9@ (%)
z—a h'(z)

Reziduul unei functii In punctul de la infinit (z= ) este dat de relatia:
rez(f, o) = —= § f(z)dz (6)
2mi Jr

unde T" este un cerc cu centrul in origine si de raza R suficiente mare, pentru ca

in exteriorul lui functia $a nu aiba alte singularitati decat punctul de la oo
Teorema reziduurilor (Cauchy)

Daca T' este o curba simplad inchisd rectificabild, in interiorul careia
functia uniforma f(z) are un numar infinit de puncte singulare izolate

aayesap, atunci:
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if f(2)dz=2miy rez(f.a,) )
: k=1

Teorema 2. Daca functia f(z) are un numar finit de puncte singulare
izolate, atunci suma reziduurilor acestei functii relativ la toate punctele singulare
inclusiv punctul de la infinit este nula.

Pentru calculul unor integrale definite din domeniul real cu ajutorul
teoremei reziduurilor procedam in felul urmator:

a) Alegem o functie complexa f(z) care pe axa reald se reduce la f(x);

b) Completam intervalul de integrare cu un arc de cerc (semicerc sau cerc)
pentru a obtine un contur inchis;

) Aplicam teorema reziduurilor;

d) Evaluam valoarea integralei pe drumul adaugat. Daca drumul adauga
este un arc de cerc, evaluarea integralei se poate face {indnd seama de
urmatoarele leme:

Lema 1. Daca AB este un arc de cerc cu centrul in a si de raza r, iar f(z) o
functie continua intr-o vecinatate a punctului a, exceptand eventual punctul a,

care satisface conditia:
lim (z-a)f (2) =k 8)
atunci

lim jABf(z)dz —i(B-a)k

unde a<arg(z—a) <.
Lema 2. Dacd AB este un arc de cerc cu centrul in a si de raza R, iar f(z)
o functie continuad in exteriorul cercului cu centrul in a, exceptand eventual

punctual de la infinit, care satisface conditia:
lim (z-a)f(z) =k 9)
R—o

atunci
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lim IABf(z)dz —i(B— o)k

unde a <arg(z—a)<p.
Lema 3. (Jordan). Dacd f(z) o functie olomorfa in semicercul

(y: x? +y? =R?,y>0) si tinde uniform cétre zero cand |z| = R — oo, atunci

lim Iei“zf(z)dz — 0(a > 0).
R—ox y

2. Integrale cu teorema reziduurilor

I. Integralele de forma:

[ PX)
unde P si Q sunt doud polinoame care indeplinesc conditiile:
1. Q(X) #0 VX € R (nu are radicini reale)
2.2+ grad P(x) < grad Q(x),
sunt convergente.
Pentru calculul acestor integrale cu teorema reziduurilor alegem

_ PQ)
Q@)

f(z) si conturul de integrare I'=ABuUy unde A(-R,0), B(R,0)iar vy

semicercul x?+y? =R? y>0.

Exemplu 1:
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Avem indeplinite conditiile: Q(x)=x*+1=0 ¥xeR si 2 + grad P< grad Q,

2

. < z°+1
deci integrala este convergenta. Alegem f(z) = 2
z

si conturul de integrare

din fig.1.

<Y

—r ol r
Figura 1
Atunci

2 R 2 2
§Z4+1|Z=I x4+1dx+J- Z4+ldz
rz*+1 Rx*+1 vz" +1

2

z°+1
Functia f(z) =
241

are poli simpli:

2, =cos ™ 2KT 4 isin THKT 0123
4 4

. . T .. T . 3n .. 3xn e
din care numai z, :COSZHSIHZ si z, :COSIHSInT se afla in interiorul

conturului marginit de curba I".

Aplicam teorema reziduurilor avem:

z +1 R x? +1 224
ffrz ") _ij 1 L 7 dz_2m[rez(f z,)+rez(f,z))]

z"+1
dacid R >|z|
Daci trecem la limita in egalitatea precedenta si tinem seama ca

lim zf(z)=0

Refe>

5
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si de lema (2) rezulta:

. R x%+41 x?+1 :
F!anwJ_R X4+1dx+jy Z 1dx=an[rez(f,zo)ntrez(f,z)]

X+
Calculam
2 2 -
rer(f.zg) - lim 21 i 2D W2
279 47 229 47 -4
2 2 :
rez(f,2,) = lim 22— fim ZZ D _iv2
= 47 = 47 -4

4

In consecinta I:J ﬂdX:27ri —ﬁ—i =—m/2.
o X" +1 4

Il. Integralele de forma:

2
I = Io R(sin ¢, cos o)
unde R(u,v) este o functie rationala se pot calcula cu teorema reziduurilor daca

se face schimbarea de variabild z =e'?. Atunci

1l ) 1. 1
sing=—[e"—e™)==|z-=
v 2i( ) 2“7 2

1 o) 1(. 1
cosp==[e"?+e®)==|z+=
v 2( ) AN

iar dz:iei"’d(p. Cand ¢ parcurge intervalul [O,Zn],z parcurge cercul |z|:1o

singura data. Ca urmare

2n
| = J}ﬁ(sm @,coso)p =

= leR(%[z —%J %(z +%Ddz = 2nizk: rez(R,z,).

Functia R fiind rationala nu are alte singularitati decat poli.
Alegem pe aceia care sunt in interiorul cercului |z| =1

6
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Efectudnd schimbarea de variabili z=e'®,dz=ie'°de integrala data

Exemplu 2:

devine:

Functia ﬁ are patru poli, iar in cercul |z] =1 se afla polii
z" +62

Avem

si deci
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I :J'Z”d—q’:gn.ﬁzm/i

0 2-sin?¢ 8

I11. Integralele de forma:
= fw F(x)cosoxdx, J= fw F(x)sin oxdx
presupuse convergente se calculeaza cu ajutorul teoremei reziduurilor, luand
drept contur de integrare T'=ABwy unde A(-R,0),B(R,0) si semicercul
x?+y? =R?,y>0 si integrala:
K=1+iJ= f; F(x)(cos ax +isin ax)dx = j: F(x)e'*dx
Pentru calculul integralei K pe conturul mentionat utilizam functia:
f(2) = F(z) -e'™

Exemplu 3:

"Iw X C0S2X
-0 x%2 —2x+5

Pentru calculul integralei I, asociem integrala

j _[ xsm 2X
2x+5
si Impreuna cu [ avem:
2ix
K=1+iJ= —d
~2 x2 _2x+5

Evident ReK=I si ImK=]J. Conturul de integrare I'=ABuwy unde
A(-R, 0),B(R, 0) iar y este semicercul x*>+y?=R? y>0 (fig.1). Calculim

integrala
Z(_.}Ziz
f e
F'zc-2z2+5



Matematici speciale si metode numerice

Care pentru y = 0 se reduce la K. Avem

2ix

ze
——dz= —dz 2mi » rez(f,z (10)
§T22—22+5 I —27+5 Z; ( k)
z
Pe cercul functia g(z) =————— satisface relatia ) L——si
y functia g(2) P fia |g(2) s’
deci
A0l M, 7 s~

adica g(z) tinde uniform catre zero cdind R — oo si conform lemei (3) avem:

2iz
. ze
lim | ——dz=0
Rowodyz°-22+5

Functia f(z):% are polii z, =1+2i si z,=1-2i, din care numai
+

z, este n interiorul domeniului méarginit de T". in consecinta

(z-2)%*  (@1+2i)e?@?)  (142i).e7 ¥

rez(f,z,) = lim = =
( ) 71 (z—zlxz—zz) 4i 4
Ca urmare
2iz
ifzze—dz—Z |% %[cosZ—Zsin2+(2c032+sin2)]
z°-22+5 4 e

Trecéand la limitd in (12) pentru R — oo obtinem:
2ix
K= —dx——[0032 2sin2+i(2cos2+sin2)]
-0 x? —2x+5 2e*
respective

Y o T o
| =——-(c0s2—-2sin2); J=——-(2c0s2+sSin2
294( ) 2e4( )

3. Aplicatii la reziduuri cu integrale si formule pentru reziduuri

9
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3.1. Sa se arate ca:

311, X—Jrld

—ox8 41

3.1.2. j —dx—

( +a) 2a
3.13. j—dx—
( +a? 4a
- _[ dx (2a+b)
(x2 +a2x? +b) 2a%(@+b)’b
o x P
3.1.5. —dx— , 0<p<1
0 1+X sinpr
al

3.1.6. vpj —dx ncotar, O<a<1

317 J xIn x 1

(1+x )3

318 [ ax L
0 <1+x2 4
2 2
319.[ Inx. dx ="
+X 3
do 2X
3.1.10. cla>1
0 cos<p+a [22_1 A
2 2 4
i [TS20 4 LHP g
0 1-2Bcosep+p 1-p

3. 2. Aplicatii diverse

3.2. a) Aplicand formulele integrale ale lui Cauchy, calculati integralele:
10
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cosh—
1 |—j—dz C=|z+2i|]=2
(z+i)*
4
R |:@ coshn—Z I
3! 2 ), . 24
100 inz

2.|=j—dzc4x +y%-4=0

100 _ jinz 100 ginz
A 2m—— _=-2nsinhxw
Z=1 Z—1 Z=-

R: | =2miZ

Z+1
3.2.b) Calculati rez(f,z, ) = reziduul functiei f(z) relativ la punctul sdu singular

z, (pol sau punct singular esential izolat).

eiaz
1. f(z) =—
sinhz
ZZn
2. 1(2)=
(@) 1+2"
ez
3.f(0)=——
(z-1p
1
4. f(2) =
(z2 +l)n

1
5. f(z)=2% el

Solutii.
1. z, =ikm k € Z sunt poli de ordinul unu

eiaz e—akn

— = =(-1)e *"/2
(sinh) |2=2,  cosh(km)

rez(f;zk):

11
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z=o0 este punct singular esential neizolat pentru care nu se pune problema
reziduului (Argumentare dupa problema 5).

2k
2.z, =e " ,k=0,n-1 suntpoli de ordinul unu si z=o0 pol de ordinul n.

2n n. 7 i(2k+l)7t
rez(f,zk)=z— _zZ T S P
n"tlz=z, n |z=7, n n
fg)=2"— =Z"(1‘i+%—%+“'j
141 2" z" "
Zn
0 daca n=l
rez(f, o) = .
-1 daca n=1
. . d 2 e;
3.z = 1 este pol de ordinul doi: rez(f,1) = —| (z—-1) ~| =e
dz (z-1)
z=1

si z = 0 este punct singular esential izolat rez(f,0) = e dupa cum se vede din
dezvoltarea:

1
f(z):ez(l—z)_zz(l 1,11 +...j{l+zz+£zz+...j=

+= ==
1z 272 u 2

1 1 1
=t l+=—+=+. | —+
2 z

4.z =1igiz=-isuntpoli de ordinul n.
n-1 ~
) ), e
z (z=i)"@+i)" ), (n—1)!
ey L. 104020 -2)
i 22" 2(n-1)
5. z = 1 este punct singular esential izolat iar z =00 este pol de ordinul trei.

Dezvoltand in jurul punctului z = 1 obtinem:

12
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o if,,11 1 1 1 1
f(z2)=(z-1+)) [1+J_ll—z 202 +3! 27 +J

1 3 3 1 1
C,=—"F———+t—=—
- 20 3 4 24

Deci

rez(f;l) = %

1
rez(f,o0) =-rez(fl) = ——
(f, o) ;D) o

Sé& vedem pentru problema 1, de ce z =00 nu este izolat.

sinh=0; e’ =e? < 2isuny=0=y =k

Deci pentru z =ikm; sinhz=0;m kr — oo,

6. Utilizand teorema reziduurilor, calculati integralele:
dz

6.1. = C:x?+y?-2y-3=0
€zcosz

Functia are o infinitate de puncte singulare (polii de ordinul unu, z =0,

z, =% { (2k +1) g; z, = *, / (2k +1)g si singularitatea neizolatd, punctul limita

depoli z=w.)
1 1

rez(f,z, ) = = -
k coszi—Zzismzi

U
(z COSZZ)z:zk

Tn interiorul conturului C avem polii:

—\/E,O,\/E,i\/i,iwfg—n,iwfE cu reziduurile: —l,l,l,—l,i,—i. Deci
2 2 2 2 2 n nm w3t bn
I:Zni(l—ﬁj.

157

13
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2z

6.2. jzzeadz
c

a) C:x?+y?+2x=0
b) C:x2+y? =%

Dezvoltand n jurul lui z =-1 obtinem:;
a)
2z P
7%+ = (z+1-1)%e 2+l =

2
:ez((z+1)2—2(z+1)+1)).[1_£.i+1 ( 2 j +.,_]:“__%82.i+

1741 2 \z+1 7+1

rez(f;-1)=C_, = —%ez;

b) | =2mirez(f;-1)

6.3. 2" cosdz
e 2
z = (0 este punct singular esential izolat. Calculam rez (f;0).
Meostoz1ott Ll +(=D" N
z 72 474 (2n)! z2"

2k+1 1
=2 —>p=k+1.

Daca n= 2k,C71 =0. Pentru n=2k+1,
z
n, n+

P G i G I G
1 (2k+2)  (n+1)  (n+1)

Deci 1=2riC .

14



Matematici speciale si metode numerice

sin’z

6.4. 1 = dz
o J‘sz 7% +4iz -3

a) C:||=3; b) C:|z—i|=1; ¢) C:|z+]1:%
Solutii: z = 0 pol dublu, z =-i, z =-3i poli simpli.

I, = 2mirez(f,0) + 2rirez(f ) + mirez(f,-3i).

I, = mirez(f,0)

I, =0.

conform teoremei lui Cauchy.

6.5. Se considerd conturul triunghiular C care se obtine unind doua cate doua

punctele: z, =-2i,z, =2i,z, =-2.

J‘ dz
- (2 +1)%(z+ 2)(22 +1)

Calculati

Solutie:

If (2)dz = 2mirez (f;~1) + mirez (f; i)+ mirez (F;~1) + g irez(f;—-2) =
c

( —2+i 2+i 1) . T
=m0+ ———+= |=i—.
20 20 5 10

Figura 2

15
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6.6. Aplicatii:
1. Dacaa>0, R > a, si se calculeze:
dz .
I ———;2=0;z=ai
l2|-R (22 +a2)2

| = 2ri(rezf(0) + rezf(ai) + rezf(-ai) )

’

rezf (ai) = ((z —ai)’ ! J »

2(z—ai)?(z +ai)?

dz
2. ————— pentrua<1,a>1.
-“\ZF& 22(1+2%)

3. Calculati

1

=j —°°_dz,a>1 utilizand reziduul lui fin punctul de la infinit. R:[z] >1
=2 z(1-z)

1

f(z):—iz~e2~iz—i2(l+11+£i2 ...j(l+l+i2+...]=c1=O:>I=0.
z 1_1 z 1z 2'2 Z 7
z
J‘ cosno
b— |acose
Solutie:

I isinn®
T2 b—ia cos 6
careia 1i atagam integrala nula

ino
1+iJ :EJ.?— do
2 J b—iacos6O
—T

16
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. 2
Notand e'® =z,d9=$, cosO = z +1,
iz 2z

Prin Inlocuire obtinem

n
. z
az“ +2biz +a
[x[=1

In interiorul cercului functia de integrat are doar polul

Va2 +b? b

1 a
cu reziduul:
n n n
rez(f;zl):zz—_bz z, Iz 2 - n
az+izb |2= .
1 2n/a +b («/a2+b2+b)
Rezulta:
N n
I=2nirez(f;zl)= ;" 2. el -
Va2 +b (\/a2+b2+b)
5.
_TE - -
|— sin xsin nx dx
5—-4cosx
T
Solutie: Atasam cu integrala nula
T
- sin X cosnx
5-4cosx
—T
Calculand
T inX .:
J4il =il = [E20X
5—-4cosx

—T

17
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Punand e =z

I R P | “‘1dz 1. (.1 n
== I ==.2mnirez| f;= |= I
2 L 272 -5z+2 2 2) 2

18



